练思维，做大题（6）                                        

一、定值问题

处理方法：非解答题，                             

          解答题，                                            

1. 设A(x1，y1)，Beq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(4，\f(9,5)))，C(x2，y2)是抛物线y2=4x上三个不同的点，若AF，BF，CF成等差数列，则x1＋x2＝________.
2. 设[image: image114.png]<
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上的两点，已知向量
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且椭圆的离心率e=3) eq \f(,2)
,短轴长为
[image: image4.wmf]2

，[image: image5.wmf]O

为坐标原点.
（Ⅰ）求椭圆的方程；
（Ⅱ）试问：△AOB的面积是否为定值？如果是，请给予证明；如果不是，请说明理由
[image: image1.wmf])
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3.如图，已知椭圆的两个焦点F1、F2在y轴上，短轴长为2eq \r(2)，离心率为eq \f(\r(2),2)，点P是椭圆上一点，且在第一象限内，
[image: image6.wmf]1
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＝1，过点P作关于直线PF1对称的两条直线PA、PB，分别交椭圆于A、B两点．

(1)求点P的坐标；

(2)求证：直线AB的斜率为定值．

变形：“存在问题”
4.已知中心在原点，焦点在x轴上，离心率为eq \f(\r(2),2)的椭圆C经过点(eq \r(6)，1)．

(1)求椭圆C的标准方程；

(2)若过椭圆的一个焦点且互相垂直的直线l1、l2分别与椭圆交于A，B和C，D，那么是否存在常数λ使得AB＋CD＝λ·AB·CD？若存在，求出实数λ的值；若不存在，请说明理由．
本题主要考查椭圆的标准方程和几何性质及圆锥曲线中的探索性问题，本题(2)的解法中将等式巧妙变形，即把问题转化为弦长的计算问题，体现了化归思想的重要作用。
5.已知A、B为椭圆eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,3)＝1的左、右顶点，F为椭圆的右焦点，P是椭圆上异于A、B的任意一点，直线AP、BP分别交直线l：x＝m(m>2)于M、N两点，l交x轴于C点．

(1)当PF∥l时，求点P的坐标；

[image: image113.png]


(2)是否存在实数m，使得以MN为直径的圆过点F？若存在，求出实数m的值；若不存在，请说明理由．

二、定点问题

处理方法：非解答题，                                       ；  

        解答题，先表示出所求的对象（方程），再观察方程的特点
6.动圆C的圆心在抛物线y2=8x上，且满足动圆始终与x= -2相切，
求动圆C恒过的定点     。
7.已知点A(－2eq \r(2)，0)，B(－eq \r(2)，0)，动点P满足[image: image8.wmf]AP
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＝eq \r(2)|[image: image10.wmf]AB
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|·|[image: image11.wmf]BP
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|，若动点P的轨迹记作曲线C1.

(1)求曲线C1的方程；

(2)已知曲线C1交y轴正半轴于点Q，过点D
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作斜率为k的直线l交曲线C1于M、N点，求证：无论k如何变化，以MN为直径的圆过点Q.
8.已知椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)的左、右焦点分别为F1，F2，点M(0,2)是椭圆的一个顶点，
△F1MF2是等腰直角三角形．

(1)求椭圆的方程；

(2)过点M分别作直线MA，MB交椭圆于A，B两点，设两直线的斜率分别为k1，k2，
且k1＋k2＝8，证明：直线AB过定点
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1.解析：根据抛物线的定义可知A，B，C到准线x＝-1的距离成等差数列，

则2（4+1）＝x1＋1+x2+1即x1＋x2＝8.

2.解：[image: image14.wmf]22
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∴椭圆的方程为[image: image15.wmf]1
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(2) ①当直线AB斜率不存在时，即[image: image16.wmf]1212
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…………5分
又[image: image19.wmf]11
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所以三角形的面积为定值.……6分
②当直线AB斜率存在时：设AB的方程为y=kx+b
[image: image22.wmf]4

2

0

4

2

)

4

(

1

4

2

2

1

2

2

2

2

2

+

-

=

+

=

-

+

+

+

Þ

ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

k

kb

x

x

b

kbx

x

k

x

y

b

kx

y

得到


[image: image23.wmf]4
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代入化简得： [image: image26.wmf]22
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S=2) eq \f(1,2)

 eq \f(|b|,)
|AB|= eq \f(1,2)|b| eq \r((x1+x2)2(4x1x2)=2(4b2+16) eq \f(|b|,2(k2+4))
=2) eq \f(,2|b|)
=1

综上三角形的面积为定值1.……                     …………………14分
3.解：(1)设椭圆方程为eq \f(y2,a2)＋eq \f(x2,b2)＝1(a>b>0)．

因为椭圆的短轴长为2eq \r(2)，离心率为eq \f(\r(2),2)，所以2b＝2eq \r(2)，eq \f(c,a)＝eq \f(\r(2),2)，

解得a＝2，b＝eq \r(2)，c＝eq \r(2)，所以椭圆的方程为eq \f(y2,4)＋eq \f(x2,2)＝1.

所以F1(0，eq \r(2))，F2(0，－eq \r(2))．
设P(x0，y0)(x0>0，y0>0)，则
[image: image27.wmf]1
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＝(－x0，eq \r(2)－y0)，
[image: image28.wmf]2
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＝(－x0，－eq \r(2)－y0)，
所以
[image: image29.wmf]1
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＝xeq \o\al(2,0)－(2－yeq \o\al(2,0))＝1.

又点P(x0，y0)在椭圆上，则eq \f(x\o\al(2,0),2)＋eq \f(y\o\al(2,0),4)＝1，所以xeq \o\al(2,0)＝eq \f(4－y\o\al(2,0),2)，
从而eq \f(4－y\o\al(2,0),2)－(2－yeq \o\al(2,0))＝1，解得y0＝eq \r(2)或y0＝－eq \r(2)(舍去)，
则点P的坐标为(1，eq \r(2))．

(2)证明：由(1)知PF1∥x轴，所以直线PA、PB的斜率互为相反数．
设直线PB的斜率为k，不妨令k>0，

则直线PB的方程为y－eq \r(2)＝k(x－1)，

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y－\r(2)＝kx－1，,\f(x2,2)＋\f(y2,4)＝1，))得(2＋k2)x2＋2k(eq \r(2)－k)x＋(eq \r(2)－k)2－4＝0.

设B(xB，yB)，由（1）中得xp=1,则xB＝
[image: image31.wmf](
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＝eq \f(k2－2\r(2)k－2,2＋k2)，
同理可得xA＝eq \f(k2＋2\r(2)k－2,2＋k2).

所以xA－xB＝eq \f(4\r(2)k,2＋k2)，yA－yB＝－k(xA－1)－k(xB－1)＝eq \f(8k,2＋k2).

所以直线AB的斜率kAB＝eq \f(yA－yB,xA－xB)＝eq \r(2)为定值．
4.解:(1)设椭圆C的标准方程为eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)，
由离心率e＝eq \f(c,a)＝eq \f(\r(2),2)，c2＝a2－b2，可得eq \f(a2－b2,a2)＝eq \f(1,2)，从而a2＝2b2，
故椭圆C的标准方程为eq \f(x2,2b2)＋eq \f(y2,b2)＝1，

将点(eq \r(6)，1)代入椭圆方程可得b2＝4，易知a2＝8，
则椭圆C的标准方程为eq \f(x2,8)＋eq \f(y2,4)＝1.

(2)原问题等价于eq \f(1,AB)＋eq \f(1,CD)＝λ(λ为常数)．

不妨取椭圆C的右焦点(2,0)，

①当直线AB斜率不存在或为0时，AB、CD中一个是长轴的长度，另一个是通径的长度．

得AB＋CD＝eq \f(3\r(2),8)AB·CD.综上所述，存在常数λ＝eq \f(3\r(2),8)，使得AB＋CD＝λAB·CD.
②当直线AB的斜率存在且不为0时，设直线AB的方程为y＝k(x－2)，

与椭圆方程联立，得：(1＋2k2)x2－8k2x＋8k2－8＝0，

设A(x1，y1)，B(x2，y2)，则x1＋x2＝eq \f(8k2,1＋2k2)，x1x2＝eq \f(8k2－8,1＋2k2).

根据弦长公式易得

AB＝eq \r(1＋k2)·eq \r(x1＋x22－4x1x2)
＝eq \r(1＋k2)· eq \r(\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(8k2,1＋2k2)))2－4·\f(8k2－8,1＋2k2))
＝
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从而可知，CD＝
[image: image33.wmf]2
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，所以eq \f(1,AB)＋eq \f(1,CD)＝eq \f(3\r(2),8)，AB＋CD＝eq \f(3\r(2),8)AB·CD.

5.解：(1)∵a2＝4，b2＝3，∴c＝eq \r(a2－b2)＝1.

连结PF，当PF∥l时，将x＝1代入eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,3)＝1，
得y＝±eq \f(3,2)，则Peq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1，±\f(3,2))).

(2)设椭圆上任意一点P(x0，y0)，则直线AM的方程为y＝eq \f(y0,x0＋2)(x＋2)，

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝\f(y0,x0＋2)x＋2，,x＝m，))得Meq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(m，\f(m＋2y0,x0＋2))).

直线BN的方程为y＝eq \f(y0,x0－2)(x－2)，由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝\f(y0,x0－2)x－2，,x＝m，))得Neq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(m，\f(m－2y0,x0－2))).
∵点P(x0，y0)在椭圆eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,3)＝1上，
∴eq \f(x\o\al(2,0),4)＋eq \f(y\o\al(2,0),3)＝1，变形得eq \f(y\o\al(2,0),x\o\al(2,0)－4)＝－eq \f(3,4)，

∴kMF·kNF＝eq \f(\f(m＋2y0,x0＋2),m－1)·eq \f(\f(m－2y0,x0－2),m－1)
＝eq \f(m2－4y\o\al(2,0),m－12x\o\al(2,0)－4)
＝eq \f(m2－4,m－12)·eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(3,4)))
＝－eq \f(3m2－4,4m－12).

要使以MN为直径的圆过点F，即要满足MF⊥NF，则kMF·kNF＝－1，解得m＝4.

所以存在m＝4，使得以MN为直径的圆过点F.
7.解：(1)设P(x，y)，则有[image: image34.wmf]AP
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＝(x＋2eq \r(2)，y)，[image: image35.wmf]AB
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＝(eq \r(2)，0)，[image: image36.wmf]BP
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＝(x＋eq \r(2)，y)．
∵[image: image37.wmf]AP
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·[image: image38.wmf]AB
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＝eq \r(2)·|[image: image39.wmf]AB
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|·|[image: image40.wmf]BP
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|，
∴eq \r(2)x＋4＝eq \r(2)·eq \r(2)· 
[image: image41.wmf](
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化简得eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,2)＝1.        故曲线C1的方程为eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,2)[image: image42.png]Sk B 2 FL (ZXXK.COM)




＝1.
(2)证明：由eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,2)＝1，得Q(0，eq \r(2))．设直线l的方程为y＝kx－eq \f(\r(2),3)，
与eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,2)＝1联立得：(1＋2k2)x2－eq \f(4\r(2),3)kx－eq \f(32,9)＝0.

设M(x1，y1)，N(x2，y2)，则[image: image43.wmf]QM

uuuur

＝(x1，y1－eq \r(2))，[image: image44.wmf]QN
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＝(x2，y2－eq \r(2))．
∴x1＋x2＝eq \f(4\r(2)k,31＋2k2)，x1·x2[image: image45.png]Sk B 2 FL (ZXXK.COM)




＝－eq \f(32,91＋2k2).
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＝x1x2(1＋k2)－eq \f(4\r(2),3)k(x1＋x2)＋eq \f(32,9)＝－eq \f(\f(32,9)1＋k2,1＋2k2)－eq \f(4\r(2),3)k·eq \f(4\r(2)k,31＋2k2)＋eq \f(32,9)＝0.

∴[image: image49.wmf]QM
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⊥[image: image50.wmf]QN
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.     即点Q在以MN为直径的圆上．

8.解：(1)因为b＝2，△F1MF2是等腰直角三角形，所以c＝2，所以a＝2eq \r(2)，

故椭圆的方程为eq \f(x2,8)＋eq \f(y2,4)＝1.

(2)证明：①若直线AB的斜率不存在，
设直线AB的方程为x＝x0，A(x0，y0)，B(x0，－y0)，

则由题知eq \f(y0－2,x0)＋eq \f(－y0－2,x0)＝8，
得x0＝－eq \f(1,2).此时直线AB的方程为x＝－eq \f(1,2)，显然直线AB过点
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②若直线AB的斜率存在，
设直线AB的方程为y＝kx＋m，A点坐标为(x1，y1)，B点坐标为(x2，y2)，

联立方程得，eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(x2,8)＋\f(y2,4)＝1，,y＝kx＋m，))消去y，得(1＋2k2)x2＋4kmx＋2m2－8＝0，
则x1＋x2＝－eq \f(4km,1＋2k2)，x1x2＝eq \f(2m2－8,1＋2k2).

由题知k1＋k2＝eq \f(y1－2,x1)＋eq \f(y2－2,x2)＝8[image: image52.png]Sk B 2 FL (ZXXK.COM)




，
所以eq \f(kx1＋m－2,x1)＋eq \f(kx2＋m－2,x2)＝8，即2k＋(m－2)eq \f(x1＋x2,x1x2)＝8.

所以k－eq \f(mk,m＋2)＝4，整理得m＝eq \f(1,2)k－2.

故直线AB的方程为y＝kx＋eq \f(1,2)k－2，即y＝k
[image: image53.wmf]÷
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所以直线AB过定点
[image: image54.wmf]÷
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综上可知，直线AB过定点
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三、最值问题


1．若实数x，y满足x2＋y2－2x＝0，则x2＋y2的取值范围是____
解析：由y2＝2x－x2≥0得0≤x≤2，所以x2＋y2＝2x∈[0,4]．
2．两点A(3,0)，B(0,4)，动点P(x，y)在线段AB上运动，则xy的最大值为___
解析：由题意得eq \f(x,3)＋eq \f(y,4)＝1(x>0，y>0)所以1＝eq \f(x,3)＋eq \f(y,4)≥2 eq \r(\f(xy,12))即xy≤3，当且仅当eq \f(x,3)＝eq \f(y,4)＝eq \f(1,2)时等号成立．

3．椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1的内接矩形的面积最大值为____ 

解析：设P(x，y)为矩形的一个顶点，则eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1≥2 eq \r(\f(x2y2,a2b2))＝eq \f(2|xy|,ab)，所以S＝4|xy|≤2ab，当且仅当eq \f(x2,a2)＝eq \f(y2,b2)＝eq \f(1,2)时等号成立．
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同理可求得
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“定值问题”的求解策略：


(1)从一般的情形进行论证．


(2)运用从特殊到一般的思想来解决问题，即先求出特殊情形下的值，再论证该特殊值对一般情形也成立，如直线的斜率不存在的情况（要先说此特殊情况）．


（“定点问题”类似）





                                                                        


                                                                             


                                                                              





求解最值问题应注意：


(1)如果建立的函数是关于斜率k的函数，要增加考虑斜率不存在的情况；


(2)如果建立的函数是关于点的坐标x，y的函数，可以考虑用代入消元、基本不等式、三角换元或几何解法来解决问题．
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