立体几何（线线角、线面角）

1．已知四棱锥
[image: image734.png]557



中，四边形
[image: image2.wmf]ABCD

是菱形，且
[image: image3.wmf]120

ABC

Ð=°

，
[image: image4.wmf]SBC

D

为等边三角形，平面
[image: image5.wmf]SBC

^

平面
[image: image6.wmf]ABCD

．（Ⅰ）求证：
[image: image7.wmf]BCSD

^

；
（Ⅱ）若点
[image: image8.wmf]E

是线段
[image: image9.wmf]SA

上靠近
[image: image10.wmf]S

的三等分点，求直线
[image: image11.wmf]DE

与平面
[image: image12.wmf]SAB

所成角的正弦值．
[image: image13.png]
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2．如图，在矩形
[image: image14.wmf]ABCD

中，
[image: image15.wmf]3

AB

=

，
[image: image16.wmf]6

AD

=

，点
[image: image17.wmf]E

，
[image: image18.wmf]F

分别在
[image: image19.wmf]AD

，
[image: image20.wmf]BC

上，且
[image: image21.wmf]1

AE

=

，
[image: image22.wmf]4

BF

=

，沿
[image: image23.wmf]EF

将四边形
[image: image24.wmf]AEFB

折成四边形
[image: image25.wmf]AEFB

¢¢

，使点
[image: image26.wmf]B

¢

在平面
[image: image27.wmf]CDEF

上的射影
[image: image28.wmf]H

在直线
[image: image29.wmf]DE

上．
（1）求证：平面
[image: image30.wmf]BCD

¢^

平面
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¢

；
（2）求证：
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AD

¢

平面
[image: image33.wmf]BFC

¢

；
（3）求直线
[image: image34.wmf]HC

与平面
[image: image35.wmf]AED

¢

所成角的正弦值．
[image: image732.png]


3．如图，直三棱柱
[image: image36.wmf]111

ABCABC

-

中，
[image: image37.wmf]2
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===

，
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AA
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，若
[image: image39.wmf]N

为
[image: image40.wmf]AB

的中点．
（1）求证：
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AC

平面
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NBC

；
（2）求
[image: image43.wmf]11

BC

与平面
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所成角的正弦值．
[image: image733.png]


4．如图，三棱柱
[image: image45.wmf]111

ABCABC

-

的底面是边长为2的正三角形，侧面
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ACCA

^

底面
[image: image47.wmf]ABC

，且侧面
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ACCA

为菱形，
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AAC
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，
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是
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BB

的中点，
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是
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与
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的交点．
（1）求证：
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EF

底面
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；
（2）求
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与平面
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所成角
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的正弦值．
5．如图，四棱锥[image: image60.wmf]PABCD

-

，[image: image61.wmf]M

、[image: image62.wmf]N

分别是[image: image63.wmf]AB

、[image: image64.wmf]PC

的中点，底面[image: image65.wmf]ABCD

为平行四边形．
（1）求证：[image: image66.wmf]//

MN

平面[image: image67.wmf]PAD

；
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MNBC

==
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=

，求异面直线[image: image70.wmf]PA

与[image: image71.wmf]MN

所成的角的大小．
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6．如图，在四棱锥[image: image73.wmf]PABCD

-

中，底面[image: image74.wmf]ABCD

为菱形，[image: image75.wmf]PA

^
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，[image: image82.wmf]PC

的中点．
（1）证明：[image: image83.wmf]AEPD

^

；
（2）设[image: image84.wmf]H

为线段[image: image85.wmf]PD

上的动点，若线段[image: image86.wmf]EH

长的最小值为[image: image87.wmf]5

，求直线[image: image88.wmf]AF

与直线[image: image89.wmf]PB

所成的角余弦值．
[image: image90.png]



7．如图，三棱锥S﹣ABC的底面ABC和侧面SBC都是等边三角形，且平面SBC⊥平面ABC．
（Ⅰ）若P点是线段SA的中点，求证：SA⊥平面PBC；
（Ⅱ）点Q在线段出上且满足AQ＝[image: image91.png]


，求BQ与平面SAC所成角的正弦值．
[image: image92.png]



8．已知棱台ABC﹣A1B1C1，平面AA1C1C⊥平面A1B1C1，∠B1A1C1＝60°，∠A1B1C1＝90°，AA1＝AC＝CC1＝[image: image93.png]


，D，E分别是BC和A1C1的中点
（Ⅰ）证明：DE⊥B1C1；
（Ⅱ）求DE与平面BCC1B1所成角的余弦值．
[image: image94.png]



立体几何（线线角、线面角）

1．已知四棱锥
[image: image95.wmf]SABCD

-

中，四边形
[image: image96.wmf]ABCD

是菱形，且
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ABC

Ð=°

，
[image: image98.wmf]SBC

D

为等边三角形，平面
[image: image99.wmf]SBC

^

平面
[image: image100.wmf]ABCD

．
（Ⅰ）求证：
[image: image101.wmf]BCSD

^

；
（Ⅱ）若点
[image: image102.wmf]E

是线段
[image: image103.wmf]SA

上靠近
[image: image104.wmf]S

的三等分点，求直线
[image: image105.wmf]DE

与平面
[image: image106.wmf]SAB

所成角的正弦值．
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证明：（Ⅰ）取
[image: image108.wmf]BC

的中点
[image: image109.wmf]F

，连接
[image: image110.wmf]BD

、
[image: image111.wmf]DF

和
[image: image112.wmf]SF

，
因为
[image: image113.wmf]SBC

D

为等边三角形，所以
[image: image114.wmf]SFBC

^

；
又四边形
[image: image115.wmf]ABCD

是菱形，且
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，
所以
[image: image117.wmf]BCD

D

为等边三角形，所以
[image: image118.wmf]DFBC

^

；
又
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，
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Ì

平面
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，
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平面
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，
所以
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平面
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，又
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平面
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，
所以
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；
（Ⅱ）解：因为平面
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平面
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，平面
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平面
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，
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平面
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，所以
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平面
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；
又
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，所以
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、
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、
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两两垂直；
以点
[image: image142.wmf]F

为坐标原点，
[image: image143.wmf]FC

、
[image: image144.wmf]FD

、
[image: image145.wmf]FS

所在直线分别为
[image: image146.wmf]x

、
[image: image147.wmf]y

、
[image: image148.wmf]z

轴建立空间直角坐标系
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，如图所示；[image: image150.png]



不妨设
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，则
[image: image152.wmf](2

A

-

，
[image: image153.wmf]3

，
[image: image154.wmf]0)

，
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，
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所以
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，
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，
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，
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；
设平面
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的一个法向量为
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由
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又
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，所以
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，所以
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，
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，
设直线
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与平面
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所成的角为
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，
则
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2．如图，在矩形
[image: image190.wmf]ABCD

中，
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，
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，点
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，
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分别在
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，
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上，且
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AE

=

，
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BF
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，沿
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将四边形
[image: image200.wmf]AEFB

折成四边形
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¢¢

，使点
[image: image202.wmf]B

¢

在平面
[image: image203.wmf]CDEF

上的射影
[image: image204.wmf]H

在直线
[image: image205.wmf]DE

上．
（1）求证：平面
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平面
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；
（2）求证：
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；
（3）求直线
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与平面
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¢

所成角的正弦值．
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解：（1）证明：矩形
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中，
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，点
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又
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（2）证明：
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（3）如图所示，
过
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分别以
[image: image252.wmf]ER

，
[image: image253.wmf]ED

，
[image: image254.wmf]ES

为
[image: image255.wmf]x

，
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轴建立空间直角坐标系．
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[image: image259.wmf]CDEF

上的射影
[image: image260.wmf]H

在直线
[image: image261.wmf]DE

上，
设
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，
设平面
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解得
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3．如图，直三棱柱
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（1）求证：
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解：（1）证明：连接
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（2）
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三棱柱
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，
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，
[image: image368.wmf]0)

，
[image: image369.wmf](0

NC

=

uuur

，0，
[image: image370.wmf]3)

，
设平面
[image: image371.wmf]1

NBC

的法向量
[image: image372.wmf](
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r

，
[image: image373.wmf]y

，
[image: image374.wmf])

z

，
则
[image: image375.wmf]1
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，取
[image: image376.wmf]2
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，得
[image: image377.wmf](2
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=

r

，
[image: image378.wmf]1

-

，
[image: image379.wmf]0)

，
设
[image: image380.wmf]11

BC

与平面
[image: image381.wmf]1

NBC

所成角为
[image: image382.wmf]q

，
则
[image: image383.wmf]11

BC

与平面
[image: image384.wmf]1
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所成角的正弦值为：
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4．如图，三棱柱
[image: image387.wmf]111

ABCABC

-

的底面是边长为2的正三角形，侧面
[image: image388.wmf]11

ACCA

^

底面
[image: image389.wmf]ABC

，且侧面
[image: image390.wmf]11

ACCA

为菱形，
[image: image391.wmf]1

60

AAC

Ð=°

，
[image: image392.wmf]E

是
[image: image393.wmf]1

BB

的中点，
[image: image394.wmf]F

是
[image: image395.wmf]1

AC

与
[image: image396.wmf]1

AC

的交点．
（1）求证：
[image: image397.wmf]//

EF

底面
[image: image398.wmf]ABC

；
（2）求
[image: image399.wmf]BC

与平面
[image: image400.wmf]1

AAB

所成角
[image: image401.wmf]q

的正弦值．
[image: image402.png]557




解：（1）证法一：取
[image: image403.wmf]1

CC

的中点
[image: image404.wmf]M

，连接
[image: image405.wmf]EM

，
[image: image406.wmf]FM

，

[image: image407.wmf]F

Q

是
[image: image408.wmf]1

AC

与
[image: image409.wmf]1

AC

的交点，且侧面
[image: image410.wmf]11

ACCA

是菱形，

[image: image411.wmf]F

\

是
[image: image412.wmf]1

AC

的中点，
[image: image413.wmf]//

FMAC

\

，

[image: image414.wmf]FM

Ì

/

Q

底面
[image: image415.wmf]ABC

，
[image: image416.wmf]AC

Ì

底面
[image: image417.wmf]ABC

，
[image: image418.wmf]//

FM

\

底面
[image: image419.wmf]ABC

，

[image: image420.wmf]11

//

BBCC

Q

，
[image: image421.wmf]11

BBCC

=

，
[image: image422.wmf]E

为
[image: image423.wmf]1

BB

中点，
[image: image424.wmf]//

BECM

\

，
[image: image425.wmf]BECM

=

，

[image: image426.wmf]\

四边形
[image: image427.wmf]BCME

为平行四边形，
[image: image428.wmf]//

EMBC

\

，

[image: image429.wmf]EM

Ì

/

Q

底面
[image: image430.wmf]ABC

，
[image: image431.wmf]BC

Ì

底面
[image: image432.wmf]ABC

，

[image: image433.wmf]//

EM

\

底面
[image: image434.wmf]ABC

，

[image: image435.wmf]EMFMM

=

Q

I

，
[image: image436.wmf]EM

Ì

平面
[image: image437.wmf]EFM

，
[image: image438.wmf]FM

Ì

平面
[image: image439.wmf]EFM

，

[image: image440.wmf]\

平面
[image: image441.wmf]//

EFM

底面
[image: image442.wmf]ABC

，

[image: image443.wmf]EF

Ì

Q

平面
[image: image444.wmf]EFM

，
[image: image445.wmf]//

EF

\

底面
[image: image446.wmf]ABC

．
证法二：取
[image: image447.wmf]AC

中点
[image: image448.wmf]O

，连接
[image: image449.wmf]OB

，
[image: image450.wmf]OF

，

[image: image451.wmf]F

Q

是
[image: image452.wmf]1

AC

与
[image: image453.wmf]1

AC

的交点，且侧面
[image: image454.wmf]11

ACCA

为菱形，
[image: image455.wmf]F

\

是
[image: image456.wmf]1

AC

的中点，

[image: image457.wmf]1

//

OFAA

\

，
[image: image458.wmf]1

1

2

OFAA

=

，

[image: image459.wmf]E

Q

是
[image: image460.wmf]1

BB

的中点，
[image: image461.wmf]11

//

AABB

，
[image: image462.wmf]11

AABB

=

，

[image: image463.wmf]E

Q

是
[image: image464.wmf]1

BB

的中点，
[image: image465.wmf]11

//

AABB

，
[image: image466.wmf]11

AABB

=

，

[image: image467.wmf]//

OFBE

\

，
[image: image468.wmf]OFBE

=

，

[image: image469.wmf]\

四边形
[image: image470.wmf]OBEF

是平行四边形，
[image: image471.wmf]//

EFOB

\

，
又
[image: image472.wmf]EF

Ì

/

底面
[image: image473.wmf]ABC

，
[image: image474.wmf]OB

Ì

底面
[image: image475.wmf]ABC

，

[image: image476.wmf]//

EF

\

底面
[image: image477.wmf]ABC

．
（2）连接
[image: image478.wmf]1

OA

，
[image: image479.wmf]Q

侧面
[image: image480.wmf]11

ACCA

为菱形，
[image: image481.wmf]1
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AAC

Ð=°

[image: image482.png]


，

[image: image483.wmf]\

△
[image: image484.wmf]1

AAC

是正三角形，
[image: image485.wmf]1

AOAC

\^

，

[image: image486.wmf]Q

侧面
[image: image487.wmf]11

ACCA

^

底面
[image: image488.wmf]ABC

，侧面
[image: image489.wmf]11

ACCA

Ç

底面
[image: image490.wmf]ABCAC

=

，
[image: image491.wmf]1

AO

Ì

侧面
[image: image492.wmf]11

ACCA

，

[image: image493.wmf]1

AO

\^

底面
[image: image494.wmf]ABC

，

[image: image495.wmf]Q

底面
[image: image496.wmf]ABC

为正三角形，
[image: image497.wmf]O

为
[image: image498.wmf]AC

的中点，
[image: image499.wmf]BOAC

\^

，
以
[image: image500.wmf]O

为坐标原点，分别以
[image: image501.wmf]OB

，
[image: image502.wmf]OC

，
[image: image503.wmf]OA

所在直线为
[image: image504.wmf]x

，
[image: image505.wmf]y

，
[image: image506.wmf]z

轴，建立空间直角坐标系，

[image: image507.wmf]Q

底面
[image: image508.wmf]ABC

是边长为2的正三角形，
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，
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，
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，
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B

，0，
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，
[image: image514.wmf](0

C

，1，
[image: image515.wmf]0)

，
[image: image516.wmf]1
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[image: image517.wmf]3)

，

[image: image518.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image519.wmf](3
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，1，
[image: image520.wmf]0)

，
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，1，
[image: image522.wmf]3)

，
[image: image523.wmf](3

BC

=-

uuur

，1，
[image: image524.wmf]0)

，
设平面
[image: image525.wmf]1

AAB

的一个法向量为
[image: image526.wmf](
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=

r

，
[image: image527.wmf]y

，
[image: image528.wmf])

z

，
由
[image: image529.wmf]1

30
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nABxy
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r

，取
[image: image530.wmf]1
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=

，得
[image: image531.wmf](1
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r

，
[image: image532.wmf]3

-

，
[image: image533.wmf]1)

，

[image: image534.wmf]BC

\

与平面
[image: image535.wmf]1

AAB

所成角
[image: image536.wmf]q

的正弦值为：
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[image: image538.png]
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5．如图，四棱锥[image: image541.wmf]PABCD

-

，[image: image542.wmf]M

、[image: image543.wmf]N

分别是[image: image544.wmf]AB

、[image: image545.wmf]PC

的中点，底面[image: image546.wmf]ABCD

为平行四边形．
（1）求证：[image: image547.wmf]//

MN

平面[image: image548.wmf]PAD

；
（2）若[image: image549.wmf]4

MNBC

==

，[image: image550.wmf]43

PA

=

，求异面直线[image: image551.wmf]PA

与[image: image552.wmf]MN

所成的角的大小．
[image: image553.png]



（1）证明：取[image: image554.wmf]PD

的中点[image: image555.wmf]H

，连接[image: image556.wmf]AH

，[image: image557.wmf]NH

，
[image: image558.wmf]N

Q

是[image: image559.wmf]PC

的中点，[image: image560.wmf]//

NHCD

\

，[image: image561.wmf]1

2

NHCD

=

，
[image: image562.wmf]M

Q

是[image: image563.wmf]AB

的中点，[image: image564.wmf]//

AMCD

\

，[image: image565.wmf]11

22

AMABCD

==

，
[image: image566.wmf]//

NHAM

\

，[image: image567.wmf]NHAM

=

，[image: image568.wmf]\

四边形[image: image569.wmf]AMNH

是平行四边形，[image: image570.wmf]//

MNAH

\

，
[image: image571.wmf]MN

Ì
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Q

平面[image: image572.wmf]PAD

，[image: image573.wmf]AH

Ì

平面[image: image574.wmf]PAD

，[image: image575.wmf]//
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\

平面[image: image576.wmf]PAD

．
[image: image577.png]



（2）解：由（1）知，[image: image578.wmf]//

MNAH

，
[image: image579.wmf]PAH

\Ð

即为直线[image: image580.wmf]PA

与[image: image581.wmf]MN

所成的角，
[image: image582.wmf]Q

平行四边形[image: image583.wmf]AMNH

，
[image: image584.wmf]4

AHMN

\==

，
设[image: image585.wmf]2

PDx

=

，则[image: image586.wmf]PHDHx

==

，
[image: image587.wmf]coscos0
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Ð+Ð=

Q

，
[image: image588.wmf]\

由余弦定理知，[image: image589.wmf]222222
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=

gggg

，
即[image: image590.wmf]22
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，解得[image: image591.wmf]4

x

=

，
在[image: image592.wmf]PAH

D

中，[image: image593.wmf]222
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，
[image: image594.wmf]30

PAH

\Ð=°

，
故异面直线[image: image595.wmf]PA

与[image: image596.wmf]MN

所成的角的大小为[image: image597.wmf]30

°

．
6．如图，在四棱锥[image: image598.wmf]PABCD

-

中，底面[image: image599.wmf]ABCD

为菱形，[image: image600.wmf]PA

^

平面[image: image601.wmf]ABCD

，[image: image602.wmf]2

AB

=

，[image: image603.wmf]60

ABC

Ð=°

，[image: image604.wmf]E

，[image: image605.wmf]F

分别是[image: image606.wmf]BC

，[image: image607.wmf]PC

的中点．
（1）证明：[image: image608.wmf]AEPD

^

；
（2）设[image: image609.wmf]H

为线段[image: image610.wmf]PD

上的动点，若线段[image: image611.wmf]EH

长的最小值为[image: image612.wmf]5

，求直线[image: image613.wmf]AF

与直线[image: image614.wmf]PB

所成的角余弦值．
[image: image615.png]



解：（Ⅰ）证明：[image: image616.wmf]Q

底面[image: image617.wmf]ABCD

为菱形，[image: image618.wmf]60

ABC

Ð=°

，[image: image619.wmf]ABC

\D

为正三角形，
[image: image620.wmf]E

Q

是[image: image621.wmf]BC

的中点，[image: image622.wmf]AEBC

\^

，又[image: image623.wmf]//

ADBC

，[image: image624.wmf]AEAD

\^

，
又[image: image625.wmf]PA

^

平面[image: image626.wmf]ABCD

，[image: image627.wmf]PAAE

\^

，
而[image: image628.wmf]PAADA

=

I

，[image: image629.wmf]AE

\^

平面[image: image630.wmf]PAD

，
[image: image631.wmf]PD

Ì

Q

平面[image: image632.wmf]PAD

，[image: image633.wmf]AEPD

\^

．
（Ⅱ）过[image: image634.wmf]A

作[image: image635.wmf]AHPD

^

于[image: image636.wmf]H

，连[image: image637.wmf]HE

，
由（Ⅰ）得[image: image638.wmf]AE

^

平面[image: image639.wmf]PAD

，[image: image640.wmf]EHPD

\^

，
[image: image641.wmf]Q

线段[image: image642.wmf]EH

长的最小值为[image: image643.wmf]5

，[image: image644.wmf]5

EH

\=

，
[image: image645.wmf]413

AE

=-=

Q

，[image: image646.wmf]22

2

AHEHAE

\=-=

，
[image: image647.wmf]PAADPDAH

=

Qgg

，[image: image648.wmf]2

242

PAPA

\=+

gg

，
解得[image: image649.wmf]2

PA

=

．[image: image650.wmf]11

442

22

EFPB

\==+=

，[image: image651.wmf]11

442

22

AFPC

==+=

，
[image: image652.wmf]E

Q

，[image: image653.wmf]F

分别是[image: image654.wmf]BC

，[image: image655.wmf]PC

的中点，[image: image656.wmf]//

EFPB

\

，
[image: image657.wmf]\

异面直线[image: image658.wmf]AF

与[image: image659.wmf]PB

所成的角即为[image: image660.wmf]AF

与[image: image661.wmf]EF

所成的角[image: image662.wmf]AFE

Ð

．
[image: image663.wmf]222
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[image: image664.wmf]\

直线[image: image665.wmf]AF

与直线[image: image666.wmf]PB

所成的角余弦值为[image: image667.wmf]1

4

．
故答案为：[image: image668.wmf]1

4

．
[image: image669.png]



7．如图，三棱锥S﹣ABC的底面ABC和侧面SBC都是等边三角形，且平面SBC⊥平面ABC．
（Ⅰ）若P点是线段SA的中点，求证：SA⊥平面PBC；
（Ⅱ）点Q在线段出上且满足AQ＝[image: image670.png]


，求BQ与平面SAC所成角的正弦值．
[image: image671.png]



解：（1）证明：∵△ABC和△SBC都是等边三角形，且有公共边BC，
∴AB＝SB＝AC＝SC，
∵P是SA的中点，∴SA⊥BP，SA⊥CP，
∵BP∩CP＝P，∴SA⊥平面PBC．
（2）取BC的中点O，连结OA，OS，由条件得OA，BC，OS两两垂直，
以O为坐标原点，OA为x轴，OB为y轴，OS为z轴，建立空间直角坐标系，如图，
设AB＝2，则AO＝OS＝[image: image672.png]


，
则A（[image: image673.png]


，0，0），B（0，1，0），C（0，﹣1，0），S（0，0，[image: image674.png]


），Q（[image: image675.png]2V3



，0，[image: image676.png]


），
∴[image: image677.png]


＝（[image: image678.png]


，1，0），[image: image679.png]


＝（[image: image680.png]V3, 0, —4f3



），[image: image681.png]


＝（[image: image682.png]2V3



，﹣1，[image: image683.png]


），
设平面SAC的一个法向量为[image: image684.png]


＝（x，y，z），
则[image: image685.png]


，令x＝1，得[image: image686.png]


＝（1，﹣[image: image687.png]


，1），
设BQ与平面SAC所成角为θ，
则BQ与平面SAC所成角的正弦值为：
sinθ＝[image: image688.png]


＝[image: image689.png]23 N3
ERAChe



＝[image: image690.png]


．
[image: image691.png]



8．已知棱台ABC﹣A1B1C1，平面AA1C1C⊥平面A1B1C1，∠B1A1C1＝60°，∠A1B1C1＝90°，AA1＝AC＝CC1＝[image: image692.png]


，D，E分别是BC和A1C1的中点
（Ⅰ）证明：DE⊥B1C1；
（Ⅱ）求DE与平面BCC1B1所成角的余弦值．
[image: image693.png]



解：（Ⅰ）证明：过点A作AO⊥平面A1B1C1，交A1C1于O，连结B1O，
设AA1＝AC＝CC1＝[image: image694.png]


＝1，
则A1O＝1，A1B1＝2，∴B1O⊥A1C1，B1O＝[image: image695.png]


，
以O为原点，OB1，OC1，OA分别为x，y，z轴，建立空间直角坐标系，
则B（[image: image696.png]


，﹣[image: image697.png]


，[image: image698.png]


），C（0，1，[image: image699.png]


），D（[image: image700.png]


，[image: image701.png]


，[image: image702.png]


），E（0，[image: image703.png]


，0），
B1（[image: image704.png]3, 0, 0



），C1（0，3，0），
[image: image705.png]


＝（﹣[image: image706.png]


，[image: image707.png]


，﹣[image: image708.png]


），[image: image709.png]


＝（﹣[image: image710.png]


，3，0），
[image: image711.png]DE*B,C,



＝0，∴DE⊥B1C1．
（Ⅱ）解：[image: image712.png]


＝（[image: image713.png]


），[image: image714.png]


＝（0，2，﹣[image: image715.png]


），
设平面BCC1B1的法向量[image: image716.png]


＝（x，y，z），
则[image: image717.png]


，取y＝[image: image718.png]


，得[image: image719.png]


＝（3，[image: image720.png]


，2），
[image: image721.png]


＝（﹣[image: image722.png]


，[image: image723.png]


，﹣[image: image724.png]


），
设DE与平面BCC1B1所成角为θ，
则sinθ＝[image: image725.png]


＝[image: image726.png]


＝[image: image727.png]


．
cosθ＝[image: image728.png]


＝[image: image729.png]


．
∴DE与平面BCC1B1所成角的余弦值为[image: image730.png]


．
[image: image731.png]
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