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放缩法与构造法（数列与不等式、函数与不等式）

一、裂项放缩
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【常用放缩技巧】
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【例 2】（1）求证：
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nn 4

1
2
1

4
1

36
1

16
1

4
1

2   ；

（3）求证： 112
2642

)12(531
642
531

42
31

2
1













 n
n

n



 ；

（4）求证： )112(21
3

1
2

11)11(2  n
n

n  ．

【例 4】（2008 年全国卷）设函数 xxxxf ln)(  ，数列 }{ na 满足 10 1  a ， )(1 nn afa  ．设 )1 ,( 1ab ，

整数 ba
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1  ．证明： bak 1 ．

二、函数放缩

【例 8】求证：
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【例 13】证明：
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【例 15】（2008 年厦门市质检）已知函数 )(xf 是在 ) , 0(  上处处可导的函数，若 )()(' xfxxf  在 0x

上恒成立．

（1）求证：函数
x
xfxg )()(  在 ) , 0(  上是增函数；

（2）当 01 x ， 02 x 时，证明： )()()( 2121 xxfxfxf  ；

（3）已知不等式 xx  )1ln( 在 1x 且 0x 时恒成立，求证：
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【例 16】（2008 年福州市质检）已知函数 xxxf ln)(  ．若 0a ， 0b ，证明：

)()(2ln)()( bfbafbaaf  ．

三、分式放缩

姐妹不等式：
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者小，大者大”；解释：看b的大小，若b小，则不等号是小于号，反之．

【例 19】姐妹不等式： 12)
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四、分类放缩

【例 23】（2007 年泉州市高三质检）已知函数 ),1()( 2 Rcbcbxxxf  ，若 )(xf 的定义域为[－1，0]，值

域也为[－1，0]．若数列 }{ nb 满足 )()( *
3 Nn
n
nfbn  ，记数列 }{ nb 的前 n项和为 nT ，问是否存在正常数 A，使

得对于任意正整数 n都有 ATn  ？并证明你的结论．

构造法证明不等式（一）

一、移项法构造函数

【例 1】已知函数 xxxf  )1ln()( ，求证：当 1x 时，恒有 xx
x




 )1ln(
1

11 ．

2、作差法构造函数证明

【例 2】已知函数 xxxf ln
2
1)( 2  ，求证：在区间 ), 1(  上，函数 )(xf 的图象在函数

3

3
2)( xxg  的

图象的下方．

3、换元法构造函数证明

【例 3】（2007 年山东卷）证明：对任意的正整数 n，不等式 32

11)11ln(
nnn

 都成立．
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4、从条件特征入手构造函数证明

【例 4】若函数 )(xfy  在R上可导，且满足不等式 )()(' xfxxf  恒成立，常数a、b满足 ba  ，求

证： )()( bbfaaf  ．

5、主元法构造函数

【例 5】已知函数 xxxf  )1ln()( ， xxxg ln)(  ．

（1）求函数 )(xf 的最大值；

（2）设 ba 0 ，证明： 2ln)()
2

(2)()(0 abbagbgag 


 ．

6、构造二阶导函数证明函数的单调性（二次求导）

【例 6】已知函数
21( )

2
xf x ae x  ．

（1）若 )(xf 在 R上为增函数，求 a的取值范围；

（2）若 1a ，求证：当 0x 时， xxf 1)( ．
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7、对数法构造函数（选用于幂指数函数不等式）

【例 7】证明：当 0x 时， 2
111

)1(
x

x ex


 ．

8、构造形似函数

【例 8】证明：当 eab  ，证明 ab ba  ．

【例 9】已知m、 n都是正整数，且 nm 1 ，证明： mn nm )1()1(  ．

【思维挑战】

1、（2007 年，安徽卷）设 0a ， xaxxxf ln2ln1)( 2  ．

求证：当 1x 时，恒有 1ln2ln 2  xaxx ．

2、（2007 年，安徽卷）已知定义在正实数集上的函数 axxxf 2
2
1)( 2  ， bxaxg  ln3)( 2 ，其中 0a ，

且 aaab ln3
2
5 22  ，求证： )()( xgxf  ．

3、已知函数
x
xxxf



1

)1ln()( ，求证：对任意的正数 a、b，恒有
a
bba  1lnln ．

4、（2007 年，陕西卷） )(xf 是定义在 ) , 0(  上的非负可导函数，且满足 0)()('  xfxxf ，对任意正

数 a、b，若 ba  ，则必有（ ）

A． )()( abfbaf  B． )()( bafabf  C． )()( bfaaf  D． )()( afbbf 


