
中山大学附属中学高一、初二数学联赛讲义

第四讲  不定方程
主要概念—自我回顾
一、知识构架
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二、要点分析
1、不定方程的定义：未知数个数多于方程的个数，且未知数的取值范围受某些条件的限制的方程；
2、处理不定方程的基本方法：
（1）奇偶法：奇+奇=偶，奇×奇=奇，偶+偶=偶，偶×偶=偶；奇+偶=奇，奇×偶=偶；

（2）尾数法：当未知数前面的系数为0或5结尾时，考虑尾数法，任何正整数与5的乘积尾数只有两种可能，0或5；性质：奇偶奇；

（3）整除法：当未知数前面的系数与和或差有除1之外的公因数时，可考虑整除法；

（4）特值法：若为不定方程组，且一般情况下，求解x+y+z时，考虑用特值法，不定方程组拥有无数组解，而x+y+z的结果是唯一的，那么可以随便找一组解代入即可，同时要使计算相对简单，便可以将系数较为复杂的未知数设为特值0,简化运算；
还有方法，如：枚举法，适用于一些系数比较大的不定方程。因为系数比较大，出现的可能性就比较少，所以可以利用枚举的方法来解答；如求不定方程7x+2y=24（x、y均为自然数）的解；因x前面的系数比较大，所以x的取值范围相对来说会比较小，x、y都属于自然数，x最大是3，最小是0。也就是说，x有可能等于0、1、2、3，最多就这4种情况，我们可以把这些x的值分别代入这个方程中解出y的值。会发现x=1和x=3这两种情况是不成立的。
再如，奇偶性分析，以上面的例题为例，我们用奇偶分析来帮助我们缩小x的取值范围；两个数的和等于24，是一个偶数，2y也一定是个偶数，所以7x的值一定是个偶数，7是奇数，所以x只能是偶数，那么x又是从0至3的整数，所以x只能是0或者2这两种可能，最后算出有两组答案：x=0,y=12；x=2,y=5。
还如，余数分析，其原理其实就是利用和的余数等于余数的和，进行判断分析；此法一般不孤立使用，而是将这几种方法综合运用。
以及，个位分析法，在有5或10的系数的不定方程中使用这种方法会比较省力；如不定方程，5x+2y=23，已知x、y都是自然数，求x、y的值；因为5x个位要么是0，要么是5，所以2y的个位只有两种可能，当5x的个位是0的时候，2y的个位是3，但2y一定是个偶数，所以说这种情况是不存在的；因此只有一种情况，5x的个位是5，可以推导出x一定是个奇数，2y的个位是8；2y=8；2y=18，两个数的和总共是23，所以说2最大是18，分别把2y的两个值代入方程中，可解出以下两组答案：x=1，y=9；x=3，y=4。

以上所讲的方法，一般都是结合起来用的，可以有效排除很多不符合题意的答案。
3、几类不定方程

（1）一次不定方程：主要指二元一次不定方程，如x+y=1等；
（2）沛尔方程：二元二次不定方程本质上归结为对双曲型方程：x2-dy2=c的研究，其中d、c为整数，d＞0且非平方数，c≠0；其一个特殊情形为x2-dy2=1,最为基础和重要，此类方程称为沛尔方程；对于这种特殊情形的沛尔方程，它一定有无穷多组正整数解；
（3）勾股方程：x2+y2=z2，即不特殊的三元二次不定方程，其几何意义即为直角三角形三边的关系；竞赛中只考查勾股方程的正整数角的问题；由于方程的齐次性，不妨设（x，y，z）=1,这样的解称为方程的本原解，也称为本原的勾股数；

定理：勾股方程x2+y2=z2满足（x，y）=1，2|y的全部正整数解（x，y，z）可表示为：

x=a2-b2，y=2ab，z=a2+b2，其中a＞b＞0,a、b一奇一偶，且（a，b）=1的任意整数；
（4）不定方程xy=zt，这是一个四元二次方程，设
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是既约分数，即（c，d）=1，因
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约分后得出
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，故x=ac，z=ad，同样可得t=cb，y=db；

（5）其他不规则类型的不定方程；
核心理念—提炼本质

三、典例分析

例1、方程
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的整数解共有_______个；
例2、某校有627名师生去春游，可租用的汽车只有两种，大车每辆46座，小车每辆15座，为刚好使每人一座，每座一人，则共有___种不同的租车方式；
例3、一条直角边长为44的整数勾股形共有_____个；
例4、方程2（x+y）=xy+7的正整数解共有______个:

例5、已知y、x都为素数，则方程x2-2y2=1的解为x=______，y=_____；
例6、直角三角形的三边为连续的正整数时,称为边的勾股数，穷举连续的勾股数为______；
例7、方程
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的正整数解为__________.
例8、书店有单价0.1元，0.15元，0.25元和0.4元的四种卡片，小明花了几张一元的钱正好买了30张这种卡片，其中某两种卡片各5张，另两种各10张，则他共花去_______元钱；
例9、有长度相等的红色、白色木竿各一根，红色的被划分为250等分，白色的被划分为253等分，将两竿对齐后，问：红白竿上哪两个划分点的距离最近？
例10、已知方程组
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求x+y的值；
例11、有一长宽高分别为正整数m、n、r的长方体，m≤n≤r，表面上涂上红色后切成棱长为1的正方体，已知不带红色正方体的个数与两面带红色的正方体的个数之和，减去一面带红色的正方体的个数，得1985，求m、n、r的值；
例12、在整数范围内解下列不定方程：
（1）x(x+1)+1=y2；  （2）x2+y2-4z2=7；  （3）
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联赛真题
1、当x＞y时，方程
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的正整数解为__________________________；

2、方程2m+3n=x2的全部整数解(m，n，x)为________________________________；
3、n为大于1的奇数，若n有分解：n=uv，其中
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，求证：n的这种分解是唯一的；
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