
中大附中高三数学培优讲义
第七讲 圆锥曲线之综合

主要概念—自我回顾
一、知识构架
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二、概念剖析

（一）轨迹方程的求法
1、直接法：如果题设条件有明显的等量关系或可运用平面几何知识推导出等量关系，则可通过“建系、设点、列式、化简、检验”等五个步骤直接求出动点的轨迹方程；

2、定义法：若动点轨迹条件符合某一基本轨迹的定义（如：圆、椭圆、双曲线、抛物线等），则可根据定义直接求出动点的轨迹方程；
3、代入法(相关点法或转移法):如果动点P(x,y)随着另一动点Q(x1,y1)(称之为相关点)运动而运动,而动点Q在某一己知曲线上或Q点的坐标满足的方程容易求出,这时,我们可以用动点P的坐标表示相关点Q的坐标,根据相关点Q所满足的方程即可求得动点的轨迹方程.
4、参数法:如果采用直译法求轨迹方程难以奏效,则可寻求引发动点P运动的某个几何量t,以此量作为参变数,分别建立P点坐标x、y与该参数t的函数关系x=f(t),y=g(t),再通过消参,化为普通方程F(x,y)=0；

5、交轨法:在求动点轨迹时,有时会出现求两动曲线交点的轨迹问题,对于这类问题,可选取和两动曲线均相关的某参变量作媒介,分别求出两动曲线的含参变量的方程,然后联立消去参数即得所求轨迹方程.交轨法实质上也是参数法.
(二)最值与取值范围问题
1、最值与取值范围问题的类型：
(1)圆锥曲线中的最值问题大致可分为两类：一是涉及距离、面积的最值以及与之相关的一些问题；二是求直线与圆锥曲线中几何元素的最值以及这些元素存在最值时确定与之有关的一些问题.
(2)解决取值范围问题的关键是建立关于某个变量的目标函数,通过求这个函数的值域确定目标的范围.
2、常见获得相等或不等关系的途径有:
(1)利用已知量与未知量的关系等式, 结合已知量范围获得有关未知量的不等关系;
(2)利用点在曲线上或曲线内部获得相等或不等关系;
(3)利用直线与曲线相交满足((0获得不等关系;
(4)消元构造函数关系用基本不等式或求函数值域的方法获得不等关系.
3、解析几何中常见最值问题的处理方法有:
(1)消元(代入消元或用参数法消元)转化成一元函数的值域问题;         
(2)运用基本不等式;
(3)几何法(常利用圆锥曲线的定义或有关的对称知识).
(4)建立函数关系，利用函数单调性法；

（三)定点定值问题：在有些解析几何问题中，某些几何量与参数无关，这就构成了定点定值问题；解决这类问题的一种思路是进行一般性计算推理，求出结果；另一是通过考查极端位置，探求出“定点”或“定值”，之后进行一般性证明或计算；定点，一般情况是有一种坐标为0；
（四）对称问题：圆锥曲线中存在两点关于直线对称问题：判别式法——设存在这样对称的两点A、B，利用对称中和垂直关系，设出AB所在的直线方程，联立圆曲线方程，求出中点C的坐标，并代入对称直线，求出两个参数间的关系，利用联立后方程的⊿求出其中参数的范围；点差法——设出两点及中点坐标（x，y），利用点差法根据垂直关系求出x、y的关系式，联立直线方程，求出交点，即中点，由中点位置及对应范围求出参数取值范围，等；
核心理念·提炼本质
基础篇
1、相距10m且高8m和4m的两根旗杆笔直地竖在水平地面上，则地面上观察两旗杆顶端仰角相等的点的轨迹不________________；
2、一动圆与圆O：x2+y2=1外切，而与圆C：x2+y2-6x+8=0内切，则动圆圆心M的轨迹是_____;

3、双曲线
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上有一动点P，F1、F2为两焦点，则⊿PF1F2重心M的轨迹方程为_____；
4、过P（2，4）互相垂直的直线L1，L2，分别交x、y轴于A，B，则AB中点M轨迹方程为_____；
5、双曲线
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的顶点为A1，A2，与y轴平行的直线L交双曲线于P，Q两点，则直线A1P与A2Q交点P的轨迹方程_____；
6、
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的左右顶点分别为A1，A2，点P(x1，y1)，Q(x1,-y1)是双曲线上不同的两个动点，
则直线A1P与A2Q交点的轨迹方程为___________；若过点H（0，h）（h>1）的两直线L1和L2与轨迹E都只有一个交点，且L1⊥L2，则h=________；

7、L1：4x-3y+6=0和L2：x=-1，则抛物线y2=4x上一动点P到L1、L2距离之和的最小值为_____；
8、PF1、PF2为椭圆
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的左右焦点，点P(x,y)在椭圆上运动，则x2+x+y2的最小值_____；x+y的最小值_____；|PF1||PF2|的最大值_____；

9、已知椭圆
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的左右焦点分别为F1、F2，若椭圆上存在一点P，使
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，则该椭圆离心率的取值范围为_____；
10、设F1、F2为椭圆
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有左右焦点，若在直线
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上存在点P，使线段PF1的中垂线过点F2，则椭圆的离心率的的取值范围为_____；
11、A是椭圆长轴的一个端点，O是椭圆的中心，若椭圆上存在一点P，使OP⊥AP，则离心率的取值范围为_____；
12、定长为3的线段AB的两个端点在抛物线y2=x上移动，AB的中点为M，则点M到y轴的最短距离为_____________；
13、F是双曲线
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的左焦点，A（1,4），P是双曲线右支上一动点，则|PF|+|PA|的最小值为_____；
14、若抛物线y=ax2-1上总存在关于直线x+y=0对称的两点，则a的取值范围为________；

15、椭圆C：3x2+4y2=12，对于直线L：y=4x+m，椭圆C上有不同的两点关于这条直线对称，则m的取值范围为______________；

16、过点（1,0）的直线L与中心在原点，焦点在x轴上且离心率为
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的椭圆C相交于A、B两点，直线
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过线段AB的中点，同时椭圆C上存在一点与右焦点关于直线L对称，则直线L与椭圆C的方程分别为________________________,   _______________________；

17、设A(x1,y1)，A(x2,y2)两点在抛物线y=2x2上，L是AB的垂直平分线，
（1）当且仅当x1+x2取何值时，直线L过抛物线的焦点F，证明你的结论；（2）当直线L的斜率为2时，求L在y轴上截距的取值范围；

18、双典线C：
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直线L是圆O：x2+y2=2上动点P(x0，y0),(x0y0≠0)处的切线，L与双曲线C交于不同的两点A，B，求证：∠AOB的大小为定值；

19、椭圆C：
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离心率为
[image: image15.wmf]6
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，椭圆C上的点到Q（0,2）的距离的最大值为3，（1）求椭圆C的方程；（2）在椭圆C上是否存在点M(m，n)，使得直线L：mx+ny=1与圆O：x2+y2=1相交于不同的两点A，B，且⊿AOB的面积最大，若存在，求出M的坐标及相应的⊿AOB的面积；不存在，说明理由；

20、抛物线x2=4y的焦点为F；A，B为抛物线上的两动点，且
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过A，B两点分别作抛物线的切线，设其交点为M，（1）求证：
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为定值；（2）试写出⊿ABM的面积S关于λ的函数表达式，并求出S的最小值；

21、椭圆C：
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经过点
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离心率
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直线L的方程为x=4，
（1）求椭圆C的方程；（2）AB是经过右焦点F的弦，但不过点P，设直线AB与直线L交于点M，记PA，PB，PM的斜率分别为k1，k2，k3；问：是否存在常数λ，使得k1+k2=λk3,若存在，求出λ；不存在，说明理由；

22、正⊿AOB的边长为
[image: image21.wmf]83,

其三个顶点均在抛物线E：x2=2py(p>0)上，（1）求抛物线E的方程；（2）动直线L与E切于P，与直线y=-1交于Q，求证：以PQ为直径的圆恒过y轴上某定点；

23、已知F1、F2为椭圆
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有左右焦点，离心率为e，直线L：y=ex+a与x轴、y轴分别交于A，B两点，M是直线L与椭圆C的一个公共点，P是点F1关于直线L的对称点，设
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（1）求证：λ=1-e2；（2）确定λ的值，使得⊿PF1F2为等腰三角形；

提升篇
24、直线L与x2=4y相切于点P（2，1），与m轴交于点A，O为坐标原点，定点B（2,0），

（1）若动点M满足：
[image: image24.wmf]2||0,
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求M的轨迹C；（2）若过点B且斜率非0的直线L’与（1）中的轨迹C交于不同的两点E，F，（E在B、F之间），试求⊿OBE与⊿OBF面积之比的取值范围；

25、双曲线C：
[image: image25.wmf]2

22

y

ab

-

2

x

=1(a>b>0)

与圆O：x2+y2=b2，过双曲线上一点P(x0,y0)引圆O的两条切线，切点分别为A、B；O为坐标原点；（1）若双曲线C上存在一点P，使∠APB=900，求双曲线离心率的范围；（2）求直线AB的方程；（3）求⊿OAB面积的最大值；

26、双曲线
[image: image26.wmf]2
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的右焦点为F，过F作圆x2+y2=a2的切线，切点为T，交双曲线于A、B两点，M为BF的中点，O为原点，|OM|－|MT|=1，（1）求证：直线AB与双曲线过一、三象限的渐近线垂直；（2）求弦AB长度的取值范围；
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