因式分解“一点通”
第一讲 因式分解(一)
把一个多项式分解成几个因式的连乘积的形式，称为把这个多项式因式分解。

因式分解的要求有七项：

1. 单项因子须写在多项式因子的前面；

2. 相同因式须写出幂的形式；

3. 最后运算必须是乘法；

4. 分解必须彻底（即不再能继续分解）；

5. 分解的结果不允许有双重以上的括号；

6. 各多项式因式的首项必须取“＋”号；

7. 每一个多项式因子须是按同一字母的升幂或降幂排列的最简形式。

多项式的因式分解是代数式恒等变形的基本形式之一，它被广泛地应用于初等数学之中，是我们解决许多数学问题的有力工具．因式分解方法灵活，技巧性强，学习这些方法与技巧，不仅是掌握因式分解内容所必需的，而且对于培养学生的解题技能，发展学生的思维能力，都有着十分独特的作用．初中数学教材中主要介绍了提取公因式法、运用公式法、分组分解法和十字相乘法．本讲及下几讲在中学数学教材基础上，对因式分解的方法、技巧和应用作进一步的介绍．

　　1．运用公式法

　　在整式的乘、除中，我们学过若干个乘法公式，现将其反向使用，即为因式分解中常用的公式，例如：

　　(1)a2－b2=(a+b)(a－b)；

　　(2)a2±2ab+b2=(a±b)2；

　　(3)a3+b3=(a+b)(a2－ab+b2)；

　　(4)a3－b3=(a－b)(a2+ab+b2)．

　　下面再补充几个常用的公式：

　　(5)a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca=(a+b+c)2；

　　(6)a3+b3+c3－3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2－ab－bc－ca)；

　　(7)an－bn=(a－b)(an－1+an－2b+an－3b2+…+abn－2+bn－1)其中n为正整数；

　　(8)an－bn=(a+b)(an－1－an－2b+an－3b2－…+abn－2－bn－1)，其中n为偶数；

(9)an+bn=(a+b)(an－1－an－2b+an－3b2－…－abn－2+bn－1)，其中n为奇数．

　　运用公式法分解因式时，要根据多项式的特点，根据字母、系数、指数、符号等正确恰当地选择公式．

　　例1 分解因式：

　　(1)－2x5n－1yn+4x3n－1yn+2－2xn－1yn+4；

　　(2)x3－8y3－z3－6xyz；

　　(3)a2+b2+c2－2bc+2ca－2ab；

　　(4)a7－a5b2+a2b5－b7．

　　解 (1)原式=－2xn－1yn(x4n－2x2ny2+y4)

　　　　　　　=－2xn－1yn[(x2n)2－2x2ny2+(y2)2]

　　　　　　　=－2xn－1yn(x2n－y2)2 

　　　　　　　=－2xn－1yn(xn－y)2(xn+y)2．

　　(2)原式=x3+(－2y)3+(－z)3－3x(－2y)(－Z)

　　　　　 =(x－2y－z)(x2+4y2+z2+2xy+xz－2yz)．

　　(3)原式=(a2－2ab+b2)+(－2bc+2ca)+c2
　　　　　＝(a－b)2+2c(a－b)+c2
　　　　　=(a－b+c)2．

　　本小题可以稍加变形，直接使用公式(5)，解法如下：

　　原式=a2+(－b)2+c2+2(－b)c+2ca+2a(－b)

　　　　=(a－b+c)2
　　(4)原式=(a7－a5b2)+(a2b5－b7)

　　　　　 =a5(a2－b2)+b5(a2－b2)

　　　　　 =(a2－b2)(a5+b5)

　　　　　 =(a+b)(a－b)(a+b)(a4－a3b+a2b2－ab3+b4)

　　　　　 =(a+b)2(a－b)(a4－a3b+a2b2－ab3+b4)

　　例2 分解因式：a3+b3+c3－3abc．

　　本题实际上就是用因式分解的方法证明前面给出的公式(6)．

　　分析 我们已经知道公式

(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3
　　的正确性，现将此公式变形为

a3+b3=(a+b)3－3ab(a+b)．

　　这个
　　解 原式=(a+b)3－3ab(a+b)+c3－3abc

　　　　　 =［(a+b)3+c3］－3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)［(a+b)2－c(a+b)+c2]－3ab(a+b+c)

　　　　　 =(a+b+c)(a2+b2+c2－ab－bc－ca)．

　　说明 公式(6)是一个应用极广的公式，用它可以推出很多有用的结论，例如：我们将公式(6)变形为　　a3+b3+c3－3abc

　　[image: image1.jpg]1
=5 (a*bre) (2a+20% + 2" -2ab - 2be - 2ca)




　　[image: image2.jpg]Catb+e) [(a-b) 2+ (b-c) '+ (c-a) 7).



　

　　显然，当a+b+c=0时，则a3+b3+c3=3abc；当a+b+c＞0时，则a3+b3+c3－3abc≥0，即a3+b3+c3≥3abc，而且，当且仅当a=b=c时，等号成立．

　　如果令x=a3≥0，y=b3≥0，z=c3≥0，则有

[image: image3.jpg]+ty+
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　　等号成立的充要条件是x=y=z．这也是一个常用的结论．

　　例3 分解因式：x15+x14+x13+…+x2+x+1．

　　分析 这个多项式的特点是：有16项，从最高次项x15开始，x的次数顺次递减至0，由此想到应用公式an－bn来分解．

　　解 因为

　　x16－1=(x－1)(x15+x14+x13+…x2+x+1)，

　　所以

　　


说明 在本题的分解过程中，用到先乘以(x－1)，再除以(x－1)的技巧，这一技巧在等式变形中很常用．

　　2．拆项、添项法

　　因式分解是多项式乘法的逆运算．在多项式乘法运算时，整理、化简常将几个同类项合并为一项，或将两个仅符号相反的同类项相互抵消为零．在对某些多项式分解因式时，需要恢复那些被合并或相互抵消的项，即把多项式中的某一项拆成两项或多项，或者在多项式中添上两个仅符合相反的项，前者称为拆项，后者称为添项．拆项、添项的目的是使多项式能用分组分解法进行因式分解．

　　例4 分解因式：x3－9x+8．

　　分析 本题解法很多，这里只介绍运用拆项、添项法分解的几种解法，注意一下拆项、添项的目的与技巧．

　　解法1 将常数项8拆成－1+9．

　　原式=x3－9x－1+9

　　　　=(x3－1)－9x+9

　　　　=(x－1)(x2+x+1)－9(x－1)

　　　　=(x－1)(x2+x－8)．

　　解法2 将一次项－9x拆成－x－8x．

　　原式=x3－x－8x+8

　　　　=(x3－x)+(－8x+8)

　　　　=x(x+1)(x－1)－8(x－1)

　　　　=(x－1)(x2+x－8)．

　　解法3 将三次项x3拆成9x3－8x3．

　　原式=9x3－8x3－9x+8

　　　　=(9x3－9x)+(－8x3+8)

　　　　=9x(x+1)(x－1)－8(x－1)(x2+x+1)

　　　　=(x－1)(x2+x－8)．

　　解法4 添加两项－x2+x2．

　　原式=x3－9x+8

　　　　=x3－x2+x2－9x+8

　　　　=x2(x－1)+(x－8)(x－1)

　　　　=(x－1)(x2+x－8)．

说明 由此题可以看出，用拆项、添项的方法分解因式时，要拆哪些项，添什么项并无一定之规，主要的是要依靠对题目特点的观察，灵活变换，因此拆项、添项法是因式分解诸方法中技巧性最强的一种．

　　例5 分解因式：

　　(1)x9+x6+x3－3；

　　(2)(m2－1)(n2－1)+4mn；

　　(3)(x+1)4+(x2－1)2+(x－1)4；

　　(4)a3b－ab3+a2+b2+1．

　　解 (1)将－3拆成－1－1－1．

　　原式=x9+x6+x3－1－1－1

　　　　=(x9－1)+(x6－1)+(x3－1)

　　　　=(x3－1)(x6+x3+1)+(x3－1)(x3+1)+(x3－1)

　　　　=(x3－1)(x6+2x3+3)

　　　　=(x－1)(x2+x+1)(x6+2x3+3)．

　　(2)将4mn拆成2mn+2mn．

　　原式=(m2－1)(n2－1)+2mn+2mn

　　　　=m2n2－m2－n2+1+2mn+2mn

　　　　=(m2n2+2mn+1)－(m2－2mn+n2)

　　　　=(mn+1)2－(m－n)2
　　　　=(mn+m－n+1)(mn－m+n+1)．

　　(3)将(x2－1)2拆成2(x2－1)2－(x2－1)2．

　　原式=(x+1)4+2(x2－1)2－(x2－1)2+(x－1)4
　　　　=［(x+1)4+2(x+1)2(x－1)2+(x－1)4]－(x2－1)2
　　　　=［(x+1)2+(x－1)2]2－(x2－1)2
　　　　=(2x2+2)2－(x2－1)2=(3x2+1)(x2+3)．

　　(4)添加两项+ab－ab．

　　原式=a3b－ab3+a2+b2+1+ab－ab

　　　　=(a3b－ab3)+(a2－ab)+(ab+b2+1)

　　　　=ab(a+b)(a－b)+a(a－b)+(ab+b2+1)

　　　　=a(a－b)［b(a+b)+1]+(ab+b2+1)

　　　　=[a(a－b)+1](ab+b2+1)

　　　　=(a2－ab+1)(b2+ab+1)．

说明 (4)是一道较难的题目，由于分解后的因式结构较复杂，所以不易想到添加+ab－ab，而且添加项后分成的三项组又无公因式，而是先将前两组分解，再与第三组结合，找到公因式．这道题目使我们体会到拆项、添项法的极强技巧所在，同学们需多做练习，积累经验．

课后练习（1）

一、选择题

1. 下列四个从左到右的变形中，是因式分解的是（    ）。

（A）(x+1)(x－1)=x2－1          (B)(a－b)(m－n)=(b－a)(n－m)

 (C)ab－a－b+1=(a－1)(b－1)     (D)m2－2m－3=m(m－2－
[image: image5.wmf]m
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2. x=0,y=－4,是二元二次方程2x2+5xy+3y2=30的一组整数解，这个方程的不同的整数解共有（ ）组。

（A）2          (B)6         (C)  12         (D)16

3. 当x=6，y=8时，

的值是（    ）


（A）1200000－254000         （B）1020000－250400

（C）1200000－250400         （D）1020000－254000

4. 把多项式x2－y2－2x－4y－3因此分解之和，正确的结果是（        ）。

(A)(x+y+3)(x－y－1)  (B)(x+y－1)(x－y+3)  (C)(x+y－3)(x－y+1)  (D)(x+y+1)(x－y－3)

5. 已知a3+a2+a+1=0,那么a2008+2a2000+5a1996的值是（　　　　）。

（A）8　　　　　　（B）4　　　　　（C）6　　　　（D）16

6. 将多项式
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分解成因式的积，结果是（   ）。
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二、填空题

1. 已知两数的和为12，此两数的立方和为108，那么这两个数的平方和是______。

2. 已知3x2+4x－7=0,则6x4+11x3－7x2－3x－7=______        。

3. 分解因式：x3+2x2y+2xy2+y3=__________。

4. 已知
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5. 多项式18a3－8ab2+27a2c－12b2c分解因式积的形式是__________。

6. 分解因式：
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的结果是       。

7. 分解因式：(a+b－2x)3－(a－x)3－(b－x)3的 结果等于_______

三、解答题

1. 分解因式：x2y2+xy－x2－y2+x+y+2

2. 分解因式
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3. 计算 
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   课后练习（1）答案

一、选择题提示：根据因式分解的概念选（C）

2. 


[image: image17.wmf]表：
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	2x+3y
	1
	30
	15
	2
	10
	3
	6
	5
	－1
	－30
	－15
	－2
	－10
	－3
	－6
	－5

	x+y
	30
	1
	2
	15
	3
	10
	5
	6
	－30
	－1
	－2
	－15
	－3
	－19
	－5
	－6


可以知道共有16个二元一次方程组，每组的解都是整数，所以有16组整数解，

应选（D）。

3.解：
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所以应选（B）

注：用
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故应选（B）。

4.解：拆分法，可得（C）正确。

5. 解：由a3+a2+a+1=0,知a
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则a2008+2a2000+5a1996=1+2+5=8

6. 解：
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∴ 选（D）。

二、填空题

1. 解: 设两数为x，y，则
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∴ （x+y）（x2－xy+y2）=（x+y）[（x+y）2－3xy]=108。（x+y）2－3xy=
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2.解： ∵ 6x4+11x3－7x2－3x－7=(3x2+4x－7)(2x2+x+1)  而3x2+4x－7=0，答案为0。

3. 解：
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4. 解：由
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5.解：
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6. 解：
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7.解：
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三、解答题

1. 解：原式=(x2y2－x2)+(y+1)+(xy+x)+(1－y2)

=x2(y+1)(y－1)+(y+1)+x(y+1)+(y+1)(1－y)

=(y+1)[(x2(y－1)+1+x+1－y)

=(y+1)[(y－1)(x2－1)+(1+x)]

=(y+1)(x+1)[(y－1)(x－1)+1

=(x+1)(y+1)(xy－x－y+2)

2.提示：原式
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3. 解：原式
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第一讲、因式分解（2）课后练习

1. 若a+b=3,a2b+ab2=－30,则a3+b3 的值是（      ）

（A）117     （B）133      （C）－90        （D）143

2. 已知
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3. 把代数式
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4. 
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5．分解因式
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第一讲、因式分解（2）课后练习(2) 答案
1. 解：由a+b=3,ab2+a2b=ab(a+b)=－30,得，ab=－10,
则a3+b3=(a+b)(a2－ab+b2)=(a+b)[(a+b)2－3ab]=117,

选（A）。

2.解：因为
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3.解：
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4.解 原式＝1

5.解：
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第二讲 因式分解(二)

 　3．换元法

　　换元法指的是将一个较复杂的代数式中的某一部分看作一个整体，并用一个新的字母替代这个整体来运算，从而使运算过程简明清晰．

　　例1 分解因式：(x2+x+1)(x2+x+2)－12．

　　分析 将原式展开，是关于x的四次多项式，分解因式较困难．我们不妨将x2+x看作一个整体，并用字母y来替代，于是原题转化为关于y的二次三项式的因式分解问题了．

　　解 设x2+x=y，则

　　原式=(y+1)(y+2)－12=y2+3y－10

　　　　=(y－2)(y+5)=(x2+x－2)(x2+x+5)

　　　　=(x－1)(x+2)(x2+x+5)．

说明 本题也可将x2+x+1看作一个整体，比如今x2+x+1=u，一样可以得到同样的结果，有兴趣的同学不妨试一试．

　　例2 分解因式：(x2+3x+2)(4x2+8x+3)－90．

　　分析 先将两个括号内的多项式分解因式，然后再重新组合．

　　解 原式=(x+1)(x+2)(2x+1)(2x+3)－90

　　　　　 =[(x+1)(2x+3)][(x+2)(2x+1)]－90

　　　　　 =(2x2+5x+3)(2x2+5x+2)－90．

　　令y=2x2+5x+2，则

　　原式=y(y+1)－90=y2+y－90

　　　　=(y+10)(y－9)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x2+5x－7)

　　　　=(2x2+5x+12)(2x+7)(x－1)．

说明 对多项式适当的恒等变形是我们找到新元(y)的基础．

　　例3 分解因式：(x2+4x+8)2+3x(x2+4x+8)+2x2．

　　解 设x2+4x+8=y，则

　　原式=y2+3xy+2x2=(y+2x)(y+x)

　　　　=(x2+6x+8)(x2+5x+8)

　　　　=(x+2)(x+4)(x2+5x+8)．

说明 由本题可知，用换元法分解因式时，不必将原式中的元都用新元代换，根据题目需要，引入必要的新元，原式中的变元和新变元可以一起变形，换元法的本质是简化多项式．

　　例4 分解因式：6x4+7x3－36x2－7x+6．

　　解法1 原式=6(x4+1)＋7x(x2－1)－36x2
　　　　　　　=6［(x4－2x2+1)+2x2］+7x(x2－1)－36x2
　　　　　　　=6[(x2－1)2+2x2]+7x(x2－1)－36x2
　　　　　　　=6(x2－1)2+7x(x2－1)－24x2
　　　　　　　=[2(x2－1)－3x］［3(x2－1)+8x]

　　　　　　　=(2x2－3x－2)(3x2+8x－3)

　　　　　　　=(2x+1)(x－2)(3x－1)(x+3)．

　　说明 本解法实际上是将x2－1看作一个整体，但并没有设立新元来代替它，即熟练使用换元法后，并非每题都要设置新元来代替整体．

　　解法2
　　 　　　[image: image62.jpg]B =x (62" +72-36-





　　[image: image63.jpg]el
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　　原式=x2[6(t2+2)+7t－36]

　　　　=x2(6t2+7t－24)=x2(2t－3)(3t+8)

　　　　=x2[2(x－1/x)－3][3(x－1/x)+8]

　　　　=(2x2－3x－2)(3x2+8x－3)

　　　　=(2x+1)(x－2)(3x－1)(x+3)．

　　例5 分解因式：(x2+xy+y2)－4xy(x2+y2)．

　　分析 本题含有两个字母，且当互换这两个字母的位置时，多项式保持不变，这样的多项式叫作二元对称式．对于较难分解的二元对称式，经常令u=x+y，v=xy，用换元法分解因式．

　　解 原式=[(x+y)2－xy]2－4xy[(x+y)2－2xy]．令x+y=u，xy=v，则

　　原式=(u2－v)2－4v(u2－2v)

　　　　=u4－6u2v+9v2
　　　　=(u2－3v)2
　　　　=(x2+2xy+y2－3xy)2
　　　　=(x2－xy+y2)2．
4．双十字相乘法
　　分解二次三项式时，我们常用十字相乘法．对于某些二元二次六项式(ax2+bxy+cy2+dx+ey+f)，我们也可以用十字相乘法分解因式．
　　例如，分解因式2x2－7xy－22y2－5x+35y－3．我们将上式按x降幂排列，并把y当作常数，于是上式可变形为
2x2－(5+7y)x－(22y2－35y+3)，
　　可以看作是关于x的二次三项式．
　　对于常数项而言，它是关于y的二次三项式，也可以用十字相乘法，分解为
[image: image64.jpg]2
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　　即

　　－22y2+35y－3=(2y－3)(－11y+1)．
　　 再利用十字相乘法对关于x的二次三项式分解
[image: image65.jpg]2
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　　所以

　　原式=［x+(2y－3)］［2x+(－11y+1)］
　　　　=(x+2y－3)(2x－11y+1)．
　　上述因式分解的过程，实施了两次十字相乘法．如果把这两个步骤中的十字相乘图合并在一起，可得到下图：

[image: image66.jpg]



　　它表示的是下面三个关系式：

　　(x+2y)(2x－11y)=2x2－7xy－22y2；
　　(x－3)(2x+1)=2x2－5x－3；
　　(2y－3)(－11y+1)=－22y2+35y－3．
　　这就是所谓的双十字相乘法．

　　用双十字相乘法对多项式ax2+bxy+cy2+dx+ey+f进行因式分解的步骤是：
　　(1)用十字相乘法分解ax2+bxy+cy2，得到一个十字相乘图(有两列)；
　　(2)把常数项f分解成两个因式填在第三列上，要求第二、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的ey，第一、第三列构成的十字交叉之积的和等于原式中的dx．
　　例6 分解因式：
(1)x2－3xy－10y2+x+9y－2；
　(2)x2－y2+5x+3y+4；
　　(3)xy+y2+x－y－2；
　　(4)6x2－7xy－3y2－xz+7yz－2z2．
　　解 (1)

[image: image67.jpg]



　　原式=(x－5y+2)(x+2y－1)．
　　(2)

[image: image68.jpg]



　　原式=(x+y+1)(x－y+4)．
　　(3)原式中缺x2项，可把这一项的系数看成0来分解．
[image: image69.jpg]



　　原式=(y+1)(x+y－2)．
　　(4)

[image: image70.jpg]



　　原式=(2x－3y+z)(3x+y－2z)．
说明 (4)中有三个字母，解法仍与前面的类似．

课后练习（1）

一、选择题

1. 已知多项式x2+mx－12能分解成两个整系数的一次因式的积，则符合条件的整数m的个数是（    ）

（A）3       （B）4      （C）5         （D）6

2. 在方程组
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程组的解的组数为（   ）。

（A）6     （B）3       （C）多于6       （D）少于3

3. 如果x、y都是小于１００的自然数，则满足x2－1992=y2的数组（x,y）共有（　　）组。

（Ａ）１　　   （Ｂ）２　　　　（Ｃ）３　　　（Ｄ）４

4. 下列给出5个恒等变形式：
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  其中属于因式分解的（     ）。

（A）都是             （B）仅②、③、⑤

（C）仅③、④、⑤     （D）仅③、④

二、填空题

1.. 因式分解：
[image: image77.wmf]=
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2.分解因式：
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3. 因式分解：(a+b－2ab)(a+b－2)+(1－ab)2=___________

4. 已知
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5. 因式分解：
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6. 若x,y均是自然数，且x2=y2+1997,则x=_________

7. 将
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三、解答题

1. 因式分解
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2. 分解因式：
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课后练习（1）解答

2、 选择题

1. 解：
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2. 解：
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[image: image87.wmf]\



 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]xyz
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x，y，z中一定是两正一负，且x+y+z=0

  ∴x，y，z中负数的绝对值一定等于两个正数的绝对值的和。
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 这四种组合中只有
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3. 解：（x+y）(x－y)=1992=23
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解得x=89,y=77,

只此一组解，选（A）。


4. 解：①式不是分解成因式；②式未分解完；根据因式分解的含义⑤式也不属于因式分解，故选（D）。

3、 填空题

1. 解：因式分解
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2. 解：
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3. 解：
[image: image100.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

2

2

2

1

2

1

4

2

2

)

1

(

)

2

)(

2

(

)

1

(

)

2

)(

2

(

,

,

-

-

+

=

-

-

=

+

-

-

+

+

=

+

-

+

+

-

-

=

-

+

-

-

=

-

+

-

+

-

+

=

=

=

+

ab

b

a

v

u

v

u

uv

v

u

v

v

v

u

uv

u

v

u

v

u

ab

b

a

ab

b

a

v

ab

u

b

a

原式

则

记


4. 解：∵   
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   而   
[image: image102.wmf]12
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5. 解：
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6. 解：由题意得：
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7. 解：原式=
[image: image106.wmf]1997

)

(

)

(

1997

2

2

2

4

+

-

+

+

+

-

x

x

x

x

x

x


        
[image: image107.wmf]1997
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三、解答题

1.原式
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2.原式
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第二讲 因式分解(二)课后练习（2）
1.当m=
[image: image114.wmf]__________

时，二元二次六项式
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可以分解为两个关于x,y的二元一次三项式的乘积。

2.分解因式：
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3.分解因式：
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4.分解因式：
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课后练习（2）答案

1. 解  m＝5

2.因为
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3.原式
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4.原式
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第三讲 因式分解(三)

5．求根法  我们把形如anxn+an－1xn－1+…+a1x+a0(n为非负整数)的代数式称为关于x的一元多项式，并用f(x)，g(x)，…等记号表示，如

　　f(x)=x2－3x+2，g(x)=x5+x2+6，…，

　　当x=a时，多项式f(x)的值用f(a)表示．如对上面的多项式f(x)

　　f(1)=12－3×1+2=0；

　　f(－2)=(－2)2－3×(－2)+2=12．

　　若f(a)=0，则称a为多项式f(x)的一个根．

　　定理1(因式定理) 若a是一元多项式f(x)的根，即f(a)=0成立，则多项式f(x)有一个因式x－a．

根据因式定理，找出一元多项式f(x)的一次因式的关键是求多项式f(x)的根．对于任意多项式f(x)，要求出它的根是没有一般方法的，然而当多项式f(x)的系数都是整数时，即整系数多项式时，经常用下面的定理来判定它是否有有理根． 

定理2
　　[image: image130.jpg]%Eﬂﬂ’ﬁ%&z%%ﬁ%&%mﬁ
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　　的根，则必有p是a0的约数，q是an的约数．特别地，当a0=1时，整系数多项式f(x)的整数根均为an的约数．

　　我们根据上述定理，用求多项式的根来确定多项式的一次因式，从而对多项式进行因式分解．

　　例1 分解因式：x3－4x2+6x－4．

　　分析 这是一个整系数一元多项式，原式若有整数根，必是－4的约数，逐个检验－4的约数：±1，±2，±4，只有

　　f(2)=23－4×22+6×2－4=0，

　　即x=2是原式的一个根，所以根据定理1，原式必有因式x－2．

　　解法1 用分组分解法，使每组都有因式(x－2)．

　　原式=(x3－2x2)－(2x2－4x)+(2x－4)

　　　　=x2(x－2)－2x(x－2)+2(x－2)

　　　　=(x－2)(x2－2x+2)．

　　解法2 用多项式除法，将原式除以(x－2)，

[image: image131.jpg]



　　所以  原式=(x－2)(x2－2x+2)．

　　说明 在上述解法中，特别要注意的是多项式的有理根一定是－4的约数，反之不成立，即－4的约数不一定是多项式的根．因此，必须对－4的约数逐个代入多项式进行验证．

　　例2 分解因式：9x4－3x3+7x2－3x－2．

　　分析 因为9的约数有±1，±3，±9；－2的约数有±1，±[image: image132.jpg]2, FIURAMEERATRER 1, 2, t%, £, o,

Sk, AF-LAZRERMR, FNEREER R -2 XA
373 3 3





为：

[image: image133.jpg]x +%)(x —%) - %(3}{ +1)(3x-2)

= %(9}{2 -3x-2),




　　所以，原式有因式9x2－3x－2．

　　解 9x4－3x3+7x2－3x－2=9x4－3x3－2x2+9x2－3x－2

　　　=x2(9x3－3x－2)+9x2－3x－2=(9x2－3x－2)(x2+1)=(3x+1)(3x－2)(x2+1)

　　说明 若整系数多项式有分数根，可将所得出的含有分数的因式化为整系数因式，如上题中的因式

[image: image134.jpg]



　　可以化为9x2－3x－2，这样可以简化分解过程．

　　总之，对一元高次多项式f(x)，如果能找到一个一次因式(x－a)，那么f(x)就可以分解为(x－a)g(x)，而g(x)是比f(x)低一次的一元多项式，这样，我们就可以继续对g(x)进行分解了．

　6．待定系数法

　　待定系数法是数学中的一种重要的解题方法，应用很广泛，这里介绍它在因式分解中的应用．

　　在因式分解时，一些多项式经过分析，可以断定它能分解成某几个因式，但这几个因式中的某些系数尚未确定，这时可以用一些字母来表示待定的系数．由于该多项式等于这几个因式的乘积，根据多项式恒等的性质，两边对应项系数应该相等，或取多项式中原有字母的几个特殊值，列出关于待定系数的方程(或方程组)，解出待定字母系数的值，这种因式分解的方法叫作待定系数法．

　　例3 分解因式：x2+3xy+2y2+4x+5y+3．

　　分析 由于 (x2+3xy+2y2)=(x+2y)(x+y)，

　　若原式可以分解因式，那么它的两个一次项一定是x+2y+m和x＋y＋n的形式，应用待定系数法即可求出m和n，使问题得到解决．

　　解 设 x2+3xy+2y2+4x+5y+3=(x+2y+m)(x+y+n)

　　=x2+3xy+2y2+(m+n)x+(m+2n)y+mn，

　　比较两边对应项的系数，则有

[image: image135.jpg]m+n=4,
m+2n=5,

mn=3.




　　解之得m=3，n=1．所以

原式=(x+2y+3)(x+y+1)．

　　说明 本题也可用双十字相乘法，请同学们自己解一下．

　　例4 分解因式：x4－2x3－27x2－44x+7．

　　分析 本题所给的是一元整系数多项式，根据前面讲过的求根法，若原式有有理根，则只可能是±1，±7(7的约数)，经检验，它们都不是原式的根，所以，在有理数集内，原式没有一次因式．如果原式能分解，只能分解为(x2+ax+b)(x2+cx+d)的形式．

　　解 设

　　原式=(x2+ax+b)(x2+cx+d)

　　　　=x4+(a+c)x3+(b+d+ac)x2+(ad+bc)x+bd，

　　所以有

[image: image136.jpg]ate=-2,
b+d+ac=-27,
ad+bo=—44,
bd=7.




　　由bd=7，先考虑b=1，d=7有

[image: image137.jpg]ate=-2,
ac=-35,
Tat+c=44,




　　[image: image138.jpg]


　

　　所以　原式=(x2－7x+1)(x2+5x+7)．

　　说明 由于因式分解的唯一性，所以对b=－1，d=－7等可以不加以考虑．本题如果b=1，d=7代入方程组后，无法确定a，c的值，就必须将bd=7的其他解代入方程组，直到求出待定系数为止．

　　本题没有一次因式，因而无法运用求根法分解因式．但利用待定系数法，使我们找到了二次因式．由此可见，待定系数法在因式分解中也有用武之地．

课后练习（1）

一、选择题

1. 如果(x－4)(x－a)－1能够等于乘积(x+m)(x+n)(m,n均为整数)，那么a的值等于（    ）。

（A）2       （B）4       （C）6      （D）8

2. 若x,y均为自然数，且x2=y2+1993.则 x 的值是（     ）

（A）994       （B）995       （C）996       （D）997

二、填空题

3. 已知（x+2y－1）是二元二次式3x2+axy+by2+x+9y－4的一个因式，则a=______,b=_______。

4. 若
[image: image139.wmf]0
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    。

5. 分解因式：2x2－5xy－3y2+3x+5y－2=__________________

6. 因式分解：x4+2x2－x+2__________。

7. 已知x2+2x+5是x4+ax2+b的因式，那么a+b的值是_________。

8. 若(x－a)(x－b)－k中含有因式x+b,则k=​​​​​​​​​​____________

三、解答题

1.分解因式
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2.分解因式
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2. 因式分解
[image: image143.wmf])
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                          课后练习（1）答案

一、选择题

1.解：
[image: image144.wmf]mn
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消a，得 
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，解得
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选（B）。

2.解：由(x+y)(x－y)=1993=1
[image: image152.wmf]1993
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只能是x+y=1993,x－y=1,解得x=
[image: image153.wmf]997
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,选（A）。

二、填空题

3. 解： 因为乘积是3x2+axy+…，它的一个因式是（x+2y－1），所以设另一个因式为（3x+cy+4）则（x+2y－1）（3x+cy+4）=3x2+（6+c）xy+2cy2+x+（8－c）y－4，将这个等式的等号右边与3x2+axy+by2+x+9y－4的对应项系数作比较，依次可得 c=－1，a=5，b=－2。

4. 解：因为
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注：用因式分解的方法，凑出
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5. 解：
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6. 解：
[image: image158.wmf])

2

)(

1

(

1

1

,

1

2

2

3

0

,

2

)

2

(

)

3

)

(

2

2

),

2

)(

1

(

2

2

2

2

2

3

4

2

4

2

2

3

4

+

+

+

-

=

î

í

ì

=

-

=

ï

î

ï

í

ì

-

=

+

=

+

=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

=

+

-

+

x

x

x

x

c

a

c

a

ac

c

a

x

c

a

x

ac

x

c

a

x

x

x

cx

x

ax

x

x

x

x

所以原式

解得

比较系数，得

则

设


7. 解：
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8. 解：(x－a)(x－b)－k=x2－(a+b)x+ab－b,由题意设它的另一因式为（x+c）,于是

(x－a)(x－b)－k=（x+b）(x+c)=x2+(b+c)x+bc,

所以－(a+b)=b+c

ab=－k=bc,由此可得k=ab－bc=ab+b(a+2b)=2ab+2b2=2b(a+b)

三、解答题

1. 解：用待定系数法，设原式
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   比较系数，得：
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原式
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2.解：用求根分解法解，原式
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3.令
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是原式的一个因式，根据此多项式轮换对称的特点，
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均是原式的因式，由于是三元五次齐次轮换对称式，可设为
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  因此，原式
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解得
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 课后练习（2）

1.若x3+3x2－3x+k有一个因式是x+1，则k=_______。

2.如果（x－a）（x+2）－1能够分解成两个二项式（x+2）和（x+b）的乘积，那么a=_______，b=__________。

3.
[image: image182.wmf]k

y

x

y

x

+

-

+

-

7

3

2

2

可分解成两个有理系数的一个因式，则
[image: image183.wmf]=

k

      

4.设
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的三次多项式，
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                课后练习（2）答案

1.解: ∵x3+3x2－3x+k有一个因式是x+1，

  ∴ x3+3x2－3x+k=x3+x2+2x2+2x－5x－5+5+k

=x2（x+1）+2x（x+1）－5（x+1）+（k+5）

=（x+1）（x2+2x－5）+（k+5）。

2. 解:（x－a）（x+2）－1=（x+3）（x+b） 

   ∴ x2+（2－a）x－2a－1=x2+（3+b）x+3b。

∴ 
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3.解：设原式＝
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4.解：由于
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解得：
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